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Asupra unor probleme de la Olimpiada
Nationala de Matematica 2003

Amelia Bucur

Abstract

In this paper some problems for the Mathematics National Con-
test April 2003 are generalized and some comments are made upon

some of the problems that were proposed for this contest.
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Subiectul 3 propus pentru clasa a VIII-a a avut urmatorul enunt;:

Numerele reale a si b au proprietatile:

i) 0<a<y

iW) b—a>3;

iii) a*® + " = 1.

Aratati ca in reprezentarea zecimald a lui b, primele 12 cifre de dupa
virqula sunt egale cu 9.

Solutia ce a fost prezentata in brosura [3] este:

dinO0<a<bsia® +b°=1rezulta ca0<a<b< 1.
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Cum b — a > %, rezulta ca 1 — a > %, deci a < %;
w_ 1 _ 1 1
@791 T 10247 < 10 1
0 480 — 1 implict b0 + L > 1,60 >1 - -1 —099..9
a + mmplica 0™ + 1072 ; 1072 ;
12 cifre

Cum 0 < b < 1, rezulta b > ** > 0,99...9.
————
12 cifre

Se constata ca aceasta problema poate fi generalizata sub forma
Numerele reale a si b au proprietatile:

i) 0<a<b;
i) b>a+g (0<(<2)

i) a? +b" =1 (p,n € N*).
Aratati ca in reprezentarea zecimald a lui b, primele cifre de dupa virgula

sunt egale cu 9.

Solutie.
Din 0 < a < b i i) rezulta ca 0 < a < b < 1. Conditia i) implica

a<%5 ap<g_1p§1oim (¢P 210", plg¢ = m,m = [plg()).
L =0,99..9.

aP? 4+ b" =1 implica b" > 1 — —5m =
10 NG

m cifre

Cum 0 < b < 1, rezulta b > b™ > 0,99...9.
N——

m cifre
O alta chestiune de la Olimpiada Nationala de Matematica ce dorim sa

o comentam este problema 3 pentru clasa a XII-a: Fie f : R — R o functie

continud cu proprietatea x f(x) > f f(t)dt pentru orice x € R.

a) Sa se arate ca functia g : R* — R, data de g(x %ff dt, este
0

crescatoare pe (—oo;0) si pe (0;00) ([3], pag. 11).
Observam ca functia g ce intervine in aceasta aplicatie, este media inte-
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grala Cesaro, pe (0,00). lata deci, ca aceasta medie integrala Cesaro, atat
de studiata de mai multi autori, careia i s-au construit si generalizari, care
are gi variante discrete (cum ar fi operatorul Cesaro ce transforma orice gir
intr-un gir de medii), raméane in actualitate.

Consider ca problema propusa pentru clasa a XII -a nu este interesanta
pe intervalul (—oo,0) si nici "estetica” din punct de vedere matematic.
Mai rar folosim integrale unde limita inferioara este 0 sau pozitiva, iar cea
superioara, negativa.

Fie f : [0,00) — R o functie integrabila in sens Riemann pe orice interval
de forma [0, z] unde 0 < x < oo. Media integrala Cesdro a functiei f este,

prin defintie, functia F' : (0,00) — R, data de
1 x
(1) Flz) = ;/f(t)dt, 0< < o0
0

(F = glioe).

Aceasta denumire este justificatd de unele proprietati ale functiei F,
analoage proprietatilor mediei aritmetice a girurilor finite de numere reale.

Una din problemele puse referitor la functia F' este proprietatea de con-
servare a monotoniei.

Astfel: T. Andreescu [1] evidentiaza proprietatea de conservare a mono-
toniei prin aceasta transformare in cazul functiilor derivabile.

I. Muntean [2] demonstreaza urmatoarea proprietate:
Proprietate. Fie f :[0,00)—R o functie continua si F:(0,00) — R media
integrala Cesdro a lui f. Daca f este monotona, atunci F' este monotona $i
are acelasi tip de monotonie cu f.
Demonstratie. Fie 2 € (0,00). Continuitatea lui f asigura existenta

integralei ce figureaza in (1).
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Aceasta ne Indreptateste sa facem schimbarea de variabila t = xs,

s €[0,1] si
(2) F(z) = é/f(xs)xds = /f(xs)ds

Presupunem ca f este crescatoare. Fie z,y € (0,00) cu x < y. Atunci,
din zs < ys, avem f(xs) < f(ys), pentru orice s din [0, 1], si deci

1

Fa) [ fas)ds < / F(ys)ds = P(y),

0
adica F' este crescatoare.

Analog, se trateaza si celelalte tipuri de monotonie.
Observatie. Reciproca proprietatii nu este, in general, adevarata.

Pentru functia polinomiala

1 3
t) = —t* — ~t* + 2t
care nu este monotona pe [0, 00), avem
1, 1,
F(z) = 3% — 5T +2, z€(0,00),

deci F' este strict crescatoare.

In continuare, propunem pentru pregatirea lotului olimpic sau pentru a
fi lucrate la seminarii cu studentii, urmatoarele aplicatii:
. 1 Se considera functia f: N — R, f(k) = %_'_1, pentru orice k natural.
Pentru orice i € N definim functiile g' : N — R, astfel:

f(k), daca
g'(k) =4 fk) = f(k+
(g (k)), dacd i > 1

1 =0

1), daca i =1, oricare ar fi k € N.
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Sa se arate ca sunt adevarate relatiile:

Crg" (k) = f(n), k=0,n,

oricare ar fin € N.
Indicatie. Se utilizeaza metoda inductiei matematice. Se demonstreaza ca

proprietatile

P(n) : ngnik(k) = f(n), k=0,n

sunt adevarate pentru orice n € N.
2. Fiep > 1. Un $ir (Yn)nen de numere reale se spune cd apartine mulfimii

P daca Y |yn|P < oo. Fie (xy)nen, (Gn)nen siruri de numere reale strict
n=0
J
pozitive din [P. Sa se arate ca sirul (Z a;(bo + b1 + ... + bl)) € 1P, unde
=0 jEN
termenul general al sirului (b,)nen este definit de relatia

T,al?

b, =
> a
k=n

,oricare ar fin € N.

Indicatie. Se verifica prin calcul direct dupa definitie, utilizand inegalitatea
J
triunghiului, faptul ca sirul (3 a;(bo+ b1+ ...b;)) jen este sumabil la puterea
i=0
p.
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